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Es wird untersucht, welche der bisher entwickelten Verfahren der Elektronentheorie der Metalle 
geeignet sind, um die Information über die Elektronenstruktur zu liefern, die zur Berechnung des 
elektrischen Widerstandes bei nichtfreien Leitungselektronen benötigt wird. Die auf G O M B A S zurück-
gehende Pseudopotentialmethode scheint hierfür am ehesten brauchbar zu sein, weil mit ihr ohne 
allzu großen Zeitaufwand die Wellenfunktionen und die Elektronenenergien Et für beliebige 
Werte von f ermittelt werden können. Zur Vorbereitung auf eine folgende Berechnung des elektri-
schen Widerstandes von Lithium wird dieses Verfahren dazu benützt, um für dieses Metall die Zu-
standsdichte N(E)', die FERMI-Energie f und die fj-Abhängigkeit in der Umgebung der FERMI-Ober-
fläche zu ermitteln. Außerdem wird für hochsymmetrische Richtungen im f-Raum die ^-Abhängig-
keit bestimmt und diese mit den Ergebnissen anderer Autoren verglichen. 

1. Einleitung 

Verschiedene theoretische Untersuchungen 1 - 5 ha-
ben ergeben, daß sich in Lithium nur die Leitungs-
elektronen mit kleinen Wellenvektoren wie freie 
Elektronen verhalten, so daß ihre Wellenfunktion 
durch eine ebene Welle 

Wt(l) = e x P 0 " f ' r ) ( l . D 

(V0 : Kristallvolumen) 
und ihre Energie durch 

Et = h2k2/2m (1 .2) 

beschrieben werden können. Für Elektronen mit 
Energien, die mit der FERMi-Energie vergleichbar 
sind, gelten die einfachen Beziehungen (1.1) und 
( 1 . 2 ) nicht mehr. Insbesondere besitzt die F E R M I -

Oberfläche keine sphärische Gestalt, sondern ist in 
der (110}-Richtung ausgebuchtet. Für die Berech-
nung des elektrischen Widerstandes von Li, der im 
wesentlichen durch die Elektronen mit FERMi-Energie 
hervorgerufen wird, kann deshalb das früher von 
einem der Verfasser entwickelte Lösungsverfahren 6 

nicht benützt werden, das auf der Näherung freier 
Elektronen beruht und das sich im Fall von Natrium 
und Kalium gut bewährt hat 7 . In dieser und in 
der folgenden Mitteilung wollen wir nun dieses Ver-
fahren so verallgemeinern, daß es auch auf Leitungs-
elektronen angewandt werden kann, bei denen die 

1 J . C A L L A W A Y , P h y s . R e v . 1 2 4 , 1 8 2 4 [ 1 9 6 1 ] , 
2 F. S. HAM, Phys. Rev. 128. 82 und 2524 [1962], 
3 H . S C H L O S S E R U. P . M . M A R C U S , Phys. Rev. 1 3 1 , 2529 [1963]. 
4 H . STÖHR, D i p l o m a r b e i t , S t u t t g a r t 1 9 6 4 . 

Näherung freier Elektronen versagt. In der vor-
liegenden Arbeit beschäftigen wir uns vor allem mit 
der Frage, wie wir uns in einem solchen Fall die In-
formationen über den elektronischen Zustand ver-
schaffen können, die zur numerischen Berechnung 
des elektrischen Widerstandes benötigt werden. 

Die Streuung der Elektronen an den Gitterschwin-
gungen wird vollständig von der Übergangswahr-
scheinlichkeit W ( f , f ) beschrieben, die ein Maß für 
die Zahl der Elektronen ist, die in der Zeiteinheit 
vom Zustand f in den Zustand f übergehen. Diese 
Funktion wird im allgemeinen mittels Störungsrech-
nung erster Ordnung bestimmt und hängt dann u. a. 
von den Wellenfunktionen ipt und iff' ab. Zum elek-
trischen Widerstand tragen vor allem jene Elek-
tronenübergänge bei, bei denen sowohl der Anfangs-
zustand f als auch der Endzustand F auf der F E R M I -

Oberfläche liegen. Sonst sind aber die beiden Vek-
toren f und f nicht weiter ausgezeichnet, so daß die 
Größe W(t, f ) eine Funktion der beiden kontinuier-
lichen Variablen f und f ist. Zur Berechnung des 
elektrischen Widerstandes muß also die Wellenfunk-
tion und die Elektronenenergie E\ für beliebige 
Werte von f bekannt sein, die nur der einschränken-
den Bedingung unterworfen sind, daß die Vektoren f 
auf der FERMI-Oberfläche endigen. Solange die Nähe-
rung freier Elektronen erfüllt ist, bedeutet diese 
Forderung keine Erschwerung. Auf Grund der bis-

5 H . BROSS U. H . STÖHR, Phys. Letters 8 . 25 [1964]. 
6 H . BROSS, Z . Naturforschg. 1 4 a, 560 [1959]. 
7 H . BROSS U. A. H O L Z , phys. stat. sol. 3 , 1141 [1963]. 
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her bei Bandrechnungen gemachten Erfahrungen ist 
nicht zu erwarten, daß, wenn diese Näherung ver-
sagt, ein allgemeiner Ausdruck für die Wellenfunk-
tion angegeben werden kann, der von der kontinuier-
lichen Variablen f abhängig ist. Wir können deshalb 
die Übergangswahrscheinlichkeit W (f, f ) nur für 
diskrete Werte von f und f ermitteln und in dem 
Zwischengebiet durch ein passendes Verfahren inter-
polieren. Die Genauigkeit dieses Vorgehens hängt 
natürlich stark von der Zahl der Stützstellen f und f 
ab, in denen wir W (f, f ) berechnen. Es genügt des-
halb nicht, die Wellenfunktion und die Energie 
E t für hochsymmetrische f-Richtungen und die zu-
gehörige Übergangswahrscheinlichkeit W( f , f ) zu 
bestimmen, sondern wir müssen auch beliebige Rich-
tungen von f in Betracht ziehen. Nahezu alle bisher 
entwickelten Verfahren zur Untersuchung der Band-
struktur von Festkörpern gestatten in einem vernünf-
tigen Zeitaufwand nur i/'f und Ef für hochsymme-
trische f-Richtungen zu ermitteln. Sie sind deshalb 
für unsere Zwecke nicht geeignet. Um den elek-
trischen Widerstand eines Metalls berechnen zu kön-
nen, benötigen wir ein Verfahren, das in relativ kur-
zer Zeit für jeden beliebigen Wert von f sowohl yj t 
als auch Ef liefert. Diese Forderung wird am ehesten 
durch die sog. Pseudopotentialmethode erfüllt. Hier-
bei handelt es sich um ein Interpolationsverfahren, 
bei dem die Wellenfunktion ift und die Energie E x 

für einen beliebigen Wellenvektor f aus den ent-
sprechenden Größen für hochsymmetrische Richtun-
gen ermittelt werden, die durch genauere band-
theoretische Untersuchungen erhalten worden sind. 
Wie die Untersuchungen von C O R N W E L L 8 zeigen, ist 
die Pseudopotentialmethode bei solchen Metallen ein 
gutes Näherungsverfahren, deren Leitungselektronen 
sich nahezu wie freie Elektronen verhalten. Für die 
Alkalimetalle ist diese Forderung am ehesten erfüllt, 
bei den Edelmetallen ist infolge der Wechselwirkung 
mit den d-Elektronen dieses Interpolationsverfahren 
nicht brauchbar. 

Auf die theoretischen Einzelheiten der Pseudo-
potentialmethode werden wir in Ziff. 2 eingehen. In 
Ziffer 3 werden wir die auf G O M B Ä S 9 zurückgehende 
Formulierung dieses Verfahrens benützen, um die 

8 J. F . CORNWELL. Proc. Roy. Soc., Lond. A 2 6 1 , 5 5 1 [ 1 9 6 1 ] . 
9 P. G O M B Ä S . Acta Phys. Acad. Sei. Hung. 1 , 2 8 5 [ 1 9 5 2 ] . so-

wie Handbuch der Physik ( F L Ü G G E ) X X X I V , S. 1 0 9 . Ver-
lag Springer, Berlin 1956. Dort sind audi ältere Arbeiten 
zu diesem Thema zitiert. 

10 J. C. PHILLIPS, Phys. Rev. 112, 685 [1958]. 

Bandstruktur, die Zustandsdichte und die F E R M I -

Energie von Lithium zu bestimmen. Außerdem wer-
den wir die Ergebnisse unseres Näherungsverfahrens 
mit denjenigen genauerer Bandrechnungen verglei-
chen. 

2. Grundsätzliches zur Pseudopotentialmethode 

Unter dem Begriff Pseudopotentialmethode haben 
sich in der Literatur zwei völlig verschiedene Ver-
fahren zur näherungsweisen Lösung der S C H R Ö -

DINGER-Gleichung eingebürgert 9 ~ n . Beiden Metho-
den ist gemeinsam, daß man durch ein abstoßendes, 
nichtklassisches Potential die Orthogonalität der 
Wellenfunktionen der Valenzelektronen auf denjeni-
gen der Rumpfelektronen zu ersetzen sucht. Für 
unsere Zwecke hat sich die von G O M B Ä S 9 entwickelte 
Methode als am besten geeignet erwiesen. Ihre 
Brauchbarkeit wurde von A N T O N C I K 12 und C O R N -

W E L L 8 bei ähnlichen Problemen nachgewiesen. Ge-
rade in dem uns interessierenden Fall von Li konnte 
der zuletzt genannte Autor mit der Pseudopotential-
methode gute Übereinstimmung mit den Zahlen-
werten der Energie in hochsymmetrischen Punkten 
im f-Raum erzielen, die durch genauere bandtheore-
tische Rechnungen erhalten worden sind. 

Zur Ableitung des Zusatzpotentials VR behandelt 
G O M B Ä S die Elektronen des Atomrumpfes statistisch, 
die Valenzelektronen dagegen quantenmechanisch. 
Er zeigt dann, daß einem (zunächst im Vakuum be-
findlichen) Elektron mit der Nebenquantenzahl l 
mindestens die Energie 

(Di = 4 7i r2 ,0[: radiale Dichte der Elektronen des 
Atomrumpfes mit Nebenquantenzahl /) 
zugeführt werden muß 13, um es an den Ort r inner-
halb des Atomrumpfes zu bringen. Diese Energie-
zufuhr kann man sich anschaulich dadurch erklären, 
daß die Rumpfelektronen infolge des PAULI-Prinzips 
auf die Valenzelektronen eine abstoßende Kraft aus-
üben, welche durch das Potential F/Rpp beschrieben 
wird, für das sich in der angelsächsischen Literatur 
auch der Begriff repulsiv-potential eingebürgert hat. 

1 1 J . C. PHILLIPS U. L . KLEINMANN, Phys. Rev. 1 1 6 , 2 8 7 [ 1 9 5 9 ] . 
12 E. ANTONCIK. J . Phys. Chem. Sol. 1 0 , 3 1 4 [ 1 9 5 9 ] . 
13 Von der bei diesem Vorgang außerdem noch auftretenden 

trivialen Änderung der potentiellen Energie können wir 
hier absehen. 
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Die aus dem PAULI-Prinzip folgende Forderung, daß 
die Valenzelektronen nicht die Quantenzustände der 
Elektronen des Atomrumpfes besetzen dürfen, kann 
man also durch das Zusatzpotential F/Rep ersetzen. 
Es ist deshalb zu erwarten, daß die Lösungen der 
ScHRÖDiNGER-Gleichung mit dem Potentialoperator 

V(t)+ y v ^ H t - m , (2.2) 

wobei V(v) das periodische Potential bezeichnet und 
die Summe über alle besetzten Nebenquantenzahlen 
und alle Gitterpunkte auszuführen ist, in guter Nähe-
rung auf den Wellenfunktionen der Rumpfelektronen 
orthogonal sind. Wie aus Gl. (2.1) ersichtlich ist, 
bleibt im Zusatzpotential ein Glied für solche Neben-
quantenzahlen übrig, die gar nicht mit Rumpfelek-
tronen besetzt sind. Nach G O M B A S ist in diesem Fall 
dieses Glied einfach zu vernachlässigen. F/R e p (r) ist 
also immer gleich Null, wenn D/ verschwindet. 

Der Vollständigkeit halber wollen wir kurz audi 
auf die von P H I L L I P S 10-11 entwickelte Pseudopoten-
tialmethode eingehen, die den Vorteil hat, daß sie 
streng quantenmechanisch begründet werden kann. 
Dieses Verfahren knüpft an die OPW-Methode von 
H E R R I N G 14 an, bei der die W^ellenfunktionen der 
Valenzelektronen durch 

Yt(r) = <Pt( r ) + 2 o , ( f ) * , ( r ) (2.3) 
V 

dargestellt werden, wobei (r) die Wellenfunktion 
eines Rumpfelektrons bezeichnet, das sich im 
Quantenzustand v befindet. Die Orthogonalität von 
xpt auf den Wellenfunktionen der Rumpfelektronen 
^v(r) wird durch die Glieder der Summe bei passen-
der Wahl der Koeffizienten a , ( f ) erreicht, so daß 
man erwarten kann, daß <p\ ( f ) in der Umgebung der 
Atomkerne örtlich nur langsam veränderlich ist 15. 
Durch Einsetzen von Gl. (2.3) in die S C H R Ö D I N G E R -

Gleichung kann man eine Differentialgleichung für 
die Funktion <pl ableiten, die sich von der S C H R Ö -

DINGER-Gleichung durch ein Zusatzpotential unter-
scheidet, das von der geforderten Orthogonalität der 
Wellenfunktion herrührt. Dieses Zusatzpotential ist 
zunächst ein auf die Funktion <p\ wirkender Integral-

1 4 C . H E R R I N G , Phys. Rev. 5 7 , 1 1 6 9 [ 1 9 4 0 ] . 
15 Von W. K O H N (vgl. M. H . COHEN U. V. H E I N E , Phys. Rev. 

122, 1 8 2 1 [ 1 9 6 1 ] ) wurde darauf hingewiesen, daß die rpx 
nur bis auf eine Linearkombination der Atomfunktionen 
y v bestimmt sind. Man kann sie deshalb immer so wählen, 
daß (pt nur wenig ortsveränderlich ist. 

16 Dieses Verfahren ist deshalb nur für solche Festkörper an-
wendbar, bei denen der Atomrumpf gegenüber dem inter-

operator, der durch passende Annahme über den 
Verlauf der Funktion (pt in der Umgebung der Atom-
kerne 16 in einen von der Nebenquantenzahl l und 
nur vom Ort abhängigen Potentialoperator ver-
wandelt werden kann. 

Beiden Pseudopotentialverfahren ist also gemein-
sam, daß von den Nebenquantenzahlen abhängige 
Potentialoperatoren auftreten, die sich jedoch in 
ihrer Ortsabhängigkeit voneinander unterscheiden. 
Bei den numerischen Rechnungen ist dieser Unter-
schied aus folgendem Grund nicht wesentlich: In bei-
den Formulierungen läßt man meist im Pseudo-
potential eine Reihe von Parametern offen (Näheres 
siehe das folgende Beispiel von Li ) , die durch die 
Forderung festgelegt werden, daß das Pseudo-
potentialverfahren für besonders ausgezeichnete Rich-
tungen des Wellenvektors f dieselben Energiewerte 
wie eine genauere Rechnung liefert. Dieses Ver-
fahren dient also nur zur Interpolation für da-
zwischenliegende f-Werte. Es ist deshalb zu erwarten, 
daß beide von verschiedenen Potentialansätzen aus-
gehenden Verfahren zu wenig verschiedenen Energie-
werten führen, und daß diese sich auch nicht sehr 
von den entsprechenden Werten genaueren Rechnun-
gen unterscheiden werden. Diese Vermutung wird 
durch eine Reihe von Beispielen 8' 1 0 _ 1 2 ' 17 bestätigt. 
Was die Wellenfunktionen anbetrifft, ist der Unter-
schied der beiden Verfahren größer. Wie aus Gl. 
(2.3) ersichtlich ist, setzt sich in der Formulierung 
von P H I L L I P S die wirkliche Wellenfunktion ipt aus 
der Funktion (pt, die mit der Pseudopotentialmethode 
beredinet wurde, und aus der passend gewählten 
Linearkombination von Atomfunktionen • (r) zu-
sammen. Wenn man sich also außer für die Energie 
auch für die Wellenfunktionen interessiert, müssen 
auch die Funktionen £>(r) und die Koeffizienten 
a. ( f ) bekannt sein, was natürlich eine sehr große 
Erschwerung bedeutet. In diesem Fall hat die Pseudo-
potentialmethode keinen Vorzug gegenüber der OPW-
Methode. 

Beim Verfahren nach G O M B A S bekommt man von 
vornherein nur örtlich langsam veränderliche Funk-
tionen, die sich natürlich in der Umgebung der 

atomaren Abstand als klein angesehen werden kann. Bei 
den Edelmetallen mit ihren großen Atomrümpfen ist es 
nicht gut brauchbar, was durch die Untersuchungen von 
J. F. CORNWELL (Phil. Mag. (8) 6, 727 [1961]) bestätigt 
wird. 

17 E. ANTONCIK, Czech. J. Phys. 7, 118 [1957] und 10, 22 
[I960] , 
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Atomkerne sehr stark von dem wirkliehen Verlauf 
der Wellenfunktionen unterscheiden. Dagegen wird 
in größerem Abstand von den Atomkernen die wirk-
liche Wellenfunktion gut approximiert werden. Diese 
genäherte Darstellung für xp\ (r) reicht im all-
gemeinen bei jenen Problemen aus, die nur von dem 
integralen Verlauf der Wellenfunktionen abhängig 
sind, weil der Hauptbeitrag zum Integral von dem 
äußeren Bereich des Atompolyeders herrührt. Aus 
diesem Grunde haben wir zur Berechnung des elek-
trischen Widerstandes das Verfahren von G O M B Ä S be-
nützt. 

Zur näherungsweisen Lösung der S C H R Ö D I N G E R -

Gleichung mit dem Gesamtpotential 

V(x)+ Y V ^ d - m 
l.Ki 

wird man zweckmäßigerweise das Variationsverfah-
ren anwenden, bei dem man den Erwartungswert der 
Energie minimalisiert und außerdem noch beachtet, 
daß die Wellenfunktion ipi normiert sein muß. Hier-
zu wird Vf durch eine Reihe von ebenen Wellen 

V , ( r ) = e x p { £ ( f + ß > ) - r } ( 2 . 4 ) 
sv 

dargestellt, wodurch die BLOCHsche Symmetrieforde-
rung von vornherein erfüllt wird. Die Summe geht 
nur über wenige Gittervektoren ffi des reziproken 
Gitters, so daß die auf diese Weise dargestellte Funk-
tion örtlich nicht stark veränderlich ist. Für die Ent-
wicklungskoeffizienten a ( f , ffi) liefert das Variations-
verfahren das lineare homogene Gleichungssystem 

z m ) 

+ W ) } a ( f , W ) = 0 , 
SV' 

wobei die FouRiER-Koeffizienten des Kristallpoten-
tials durch 

V(W-W') = lQ f V{X) exp -r} drt 

(2.6) 

definiert sind. Die Integration in Gl. (2.6) geht über 
eine Elementarzelle mit dem Volumen Q. Das Matrix-
element W ) wird dadurch berechnet, daß 

18 Vgl. z. B. A. SOMMERFELD, Partielle Differentialgleichungen 
der Physik, Band VI, S. 146, Dieterichsche Verlagsbuch-
handlung, Wiesbaden 1947. 

1 9 R . G Ä S P Ä R , Acta Phys. Acad. Sei. Hung. 2, 3 1 [ 1 9 5 2 ] . 

man die ebenen Wellen in bekannter Weise 18 nach 
Kugelwellen entwickelt 19, die auch durch die Neben-
quantenzahlen / gekennzeichnet sind. Hierdurch kann 
die /-Abhängigkeit des Pseudopotentials einfach be-
rücksichtigt werden. 

V**m80 = 4 . t V ( 2 1 + 1 ) Pii&ü') l { 2 7 ) 

oo 
• f v ^ ( r ) h(kjr) ji(kj' r) r 2 d r . 
ö 

P/ix) ist ein LEGENDREsches Polynom /-ten Grades 
und Qj f der Winkel zwischen den beiden Vektoren 
f j = f + und f f = f + ffi' . Die sphärischen B E S S E L -

Funktionen ji{x) sind in folgender Weise mit den 
BESSEL-Funktionen halbzahliger Indizes verknüpft: 

ji(x)= y^Junix) • (2-8) 

Im Spezialfall von Li wird nur j0 (a;) = (sin x) /x 
benötigt. Die Energieeigenwerte Ef sind durch die 
Säkulardeterminante 

V{W-W')+V**{W,W) + lh2kj2 -EtUjf =0 
\ 2 m / 

(2.9) 

bestimmt. Aj f ist das KRONECKER-Symbol, das den 
Wert 1 hat, wenn j = / ist, und das sonst Null ist. 

Für einen besonders ausgezeichneten Punkt im 
f-Raum wird man die ebenen Wellen in Gl. (2 .4) zu 
solchen Linearkombinationen zusammenfassen, daß 
sie gegenüber einer Symmetrieoperation der Punkt-
gruppe von f sich wie die Basisfunktionen einer 
irreduziblen Darstellung dieser Gruppe transformie-
ren. Die Punktgruppe von f umfaßt alle Symmetrie-
operationen der Punktgruppe des jeweiligen Kri-
stalls, welche den Vektor f invariant lassen. Durch 
diese Maßnahme wird erreicht, daß die Säkular-
determinante (2.9) in Produkte von Determinanten 
niederen Ranges zerfällt, deren Eigenwerte sich leich-
ter ermitteln lassen. Die zur Aufstellung dieser 
Linearkombinationen nötigen gruppentheoretischen 
Überlegungen sind schon ausführlich diskutiert wor-
den 20, so daß wir darauf nicht weiter eingehen wol-
len. 

20 Vgl. G . F . K O S T E R , Solid State Physics (ed. F . SEITZ U. D. 
TURNBULL), Vol. 5, p. 174, Academic Press, New York 
1957, oder H. JONES, The Theory of Brillouin Zones and 
Electronic States in Crystals, North-Holland Publishing 
Company, Amsterdam 1960. 
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3. Berechnung des elektronischen Zustandes von 
Li mit der Pseudopotentialmethode 

a) Die Potentialterme FRep($', W) und V(W - W) 

Der Atomrumpf von Li ist aus zwei ls-Elektronen 
mit entgegengesetztem Spin aufgebaut, deren Aufent-
haltswahrscheinlichkeit nur in der Umgebung der 
Atomkerne wesentlich von Null verschieden ist. Beim 
Zusammenbau des Kristalls aus den freien Li+-
Atomen wird deshalb ihre Wellenfunktion nur wenig 
gestört werden, so daß wir auch im Kristall die 
ls-Elektronen durch die Wellenfunktion des freien 
Ions beschreiben können, für die von F O C K und 
P E T R A S K 21 der folgende analytische Ausdruck an-
gegeben wurde 

V l 8 ( r ) =\ / Jf iJn-e -< x r . (3 .1) 

Der Zahlenwert von /u wird in unserem Fall durch 
Anpassen an den Energiewert des J\-Zustandes der 
Valenzelektronen von Li bestimmt 22. Wie wir noch 
sehen werden, unterscheidet sich der auf diese Weise 
gefundene Zahlenwert nur wenig von demjenigen 
des freien Atoms. Aus der Darstellung (3.1) läßt 
sich leicht die Ladungsdichte der Rumpfelektronen 

y R e p m A 2 11 

Li 2 m kj kj> | 8 

Hierbei wurden folgende Abkürzungen verwendet: 
t , \ cos [5 arc tg x] 1 —10x2+5a;4 o i \ 

~ l l W ( ! + « « ) « ' 

f2 (x) = c o s x + x Si (z) , (3.3 c) 
X 

S i ( r ) = J ^ ^ d t (Integralsinus). (3.3 d) 
o 

Bemerkenswert ist, daß VRep(ffi, W) im Unterschied 
zu V ( W - W ) von den Vektoren W und W allein 
abhängig ist. 

Die FouRiER-Koeffizienten des Kristallpotentials 
F ( r ) wurden von C A L L A W A Y 1 übernommen, der V ( R ) 

aus dem halbempirischen SEiTZ-Potential 23 des freien 
Li+-Ions und aus dem Potential einer Ladungsver-
teilung zusammengesetzt hat, bei dem je eine positive 
Elementarladung an den Gitterpunkten des krz-
Gitters lokalisiert und bei dem die dazu entgegen-

21 V. FOCK U. M. J . P E T R A S K , Phys. Z. Sowjet-Union 6, 385 
[1934], 

und daraus weiter das Pseudopotential berechnen. 
Für den einzigen nichtverschwindenden Potentialterm 
finden wir 

J /Rep = h'- I 1 6 ^ 2 u6r4e-4,ur+ 1 I ( 3 - 2 ) 
2 m I 2 r2 | 

Wie aus Gl. (2.7) ersichtlich, muß bei der Berech-
nung von f / R e p ( ^ ; , ) die r-Integration von Null 
bis Unendlich ausgeführt werden. Bei dem ersten 
Glied von F 0 R e p in Gl. (3.2) tritt wegen des exponen-
tiellen Abfalls der Ladungsdichte keine weitere 
Schwierigkeit auf. Im Falle kj = k / = 0 divergiert 
jedoch das mit dem Glied 1/r2 gebildete Integral. 
Der Grund hierfür ist wahrscheinlich darin zu suchen, 
daß das Pseudopotential, das von G O M B A S für ein 
Atom abgeleitet wurde, für Kristalle eine etwas 
andere Form hat. Auf diese Frage wollen wir hier 
jedoch nicht weiter eingehen und — genauso wie 
A N T O N C I K 12 — über eine W I G N E R — S E I T Z - K u g e l , deren 
Radius mit r0 bezeichnet wird, integrieren. Der hier-
durch entstehende Fehler wird durch das Anpassen 
der Energie für den .Tj-Zustand sicher teilweise eli-
miniert. Eine einfädle Zwischenrechnung, bei der 
nur elementare Integrale auftreten, ergibt folgenden 
Ausdrude für das Matrixelement des Störpotentials: 

+ 1 LfzVcj + kj') -f,(kj-kj')] j . (3.3 a) 
r n I 

gesetzte negative Ladung über das Kristallvolumen 
gleichmäßig verteilt ist. Das auf diese Weise zu-
sammengesetzte Potential hat das richtige Symmetrie-
verhalten, ist aber nicht sphärisch symmetrisch, was 
jedoch bei diesem Formalismus keine zusätzliche Er-
schwerung bedeutet. 

b) Die Elektronenstruktur von Li 

Bei der in der folgenden Mitteilung näher be-
schriebenen Berechnung des elektrischen Wider-
standes von Li benötigen wir die Wellenfunktion yj f 
und die Energie Et an sehr vielen allgemeinen Punk-
ten im f-Raum. Damit der Rechenaufwand nicht zu 
groß wird, beschränken wir uns in der Summe 
Gl. (2.4) auf die Gittervektoren zu nächsten Nach-
barn im reziproken Gitter. In dem zum kubisch-
raumzentrierten reziproken Gitter gibt es 12 solche 
nächste Nachbarn, so daß insgesamt 13 unbekannte 

22 In der Bezeichnung der irreduziblen Darstellungen folgen 
wir L . P. BOUCKAERT, R. SMOLUCHOWSKI U . E . W I G N E R , Phys. 
Rev. 50, 58 [1936] . 

2 3 F . SEITZ, Phys . Rev . 47 , 400 [ 1 9 3 5 ] . 

/kj—kj' 

\ 4 /U ~fl 
kj + kj 

4 [X 
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Koeffizienten a ( f , Sl') bestimmt werden müssen. Die 
zugehörige Säkulardeterminante 13. Ordnung läßt 
sich mittels elektronischer Rechenmaschine in einem 
angemessenen Zeitaufwand lösen. Wie schon erwähnt 
wurde, kann in speziellen Punkten des f-Raumes 
durch gruppentheoretische Überlegungen diese Deter-
minante in Produkte von Determinanten zerlegt wer-
den, so daß manchmal nur eine Determinante 2. Ran-
ges aufgelöst werden muß. Der Wert des Para-
meters ju wird durch Anpassen an den tiefsten 
Energiewert des JPJ-Zustandes bestimmt, der von 

zentriertes Gitter. 

G L A S S E R und C A L L A W A Y 24 berechnet wurde, und er-
gibt sich zu /w = 3 , 1 3 a ü ~ 1 (a0 : BoHRscher Wasser-
stoffradius), während der von F O C K und P E T R A S K 2 1 

gefundene Wert / / = 2,694 a 0 _ 1 ist. 
Die mit diesem Parameter berechneten Energie-

werte für einige spezielle Punkte der B R I L L O U I N -

Zone, deren Lage im reziproken Gitter aus Abb. 1 zu 
entnehmen ist, sind in Tab. 1 angegeben. Zum Ver-
gleich sind außerdem die von G L A S S E R und C A L L A -

W A Y 24 sowie die von C A L L A W A Y 1 mit der OPW-
Methode, die von H A M 2 mit der Methode der G R E E N -

schen Funktionen und die von S C H L O S S E R und M A R -

CUS 25 mit der APW-Methode berechneten Energie-
werte aufgeführt. Im Hinblick auf die Einfachheit 
des benützten Verfahrens ist die Übereinstimmung 
mit den Ergebnissen der anderen Autoren befriedi-
gend, so daß anzunehmen ist, daß die Pseudopoten-
tialmethode auch für andere f-Werte brauchbare Er-
gebnisse liefert. Zu erwähnen ist noch, daß die Ener-
gien der p- und d-Zustände überhaupt nicht angepaßt 
worden sind, weil der Atomrumpf von Li nur s-Elek-
tronen enthält. 

In Abb. 2 ist der Verlauf der E\ -Kurve entlang 
der ( 1 0 0 ) - , ( 1 1 0 ) - und (111)-Richtung und zum 
Vergleich auch die Funktion h2 / r / 2 m dargestellt. 
Aus der Abbildung ist ersichtlich, daß erst in der 
Umgebung der Oberfläche der ersten BRILLOUIN-Zone 

Irreduzib le Darstel lung vor l iegende 
Arbei t 

n a c h G L A S S E R 
u n d C A L L A W A Y 

n a c h C A L L A W A Y nach HAM n a c h S C H L O S S E R 
u n d M A R C U S 

S - Z u s t ä n d e 
A - 0 , 6 8 6 - 0 , 6 8 6 - 0 . 6 8 2 - 0 , 6 8 3 - 0 , 6 8 3 
N I - 0 , 2 0 2 - 0 , 1 7 6 - 0 , 1 8 0 1 - 0 , 2 0 3 - 0 , 1 9 5 

P i + 0 , 1 3 3 + 0 , 3 3 0 — + 0 , 1 2 9 + 0 , 1 6 3 
H I + 0 . 5 2 5 + 0 , 5 7 1 — - + 0 , 4 7 — 

P - Z u s t ä n d e 
N I ' - 0 , 4 0 4 - 0 . 4 0 4 - 0 , 4 0 8 - 0 , 4 1 2 - 0 , 4 1 0 

P 4 - 0 , 1 6 8 - 0 , 1 8 9 - 0 , 1 7 7 - 0 , 1 8 8 - 0 , 1 8 4 

H I S + 0 , 0 0 2 - 0 , 0 9 2 ~ - 0 , 0 1 - 0 , 0 5 5 - 0 , 0 4 6 

N S ' + 0 . 3 8 6 + 0 , 2 7 4 + 0 , 2 5 0 

N 4 ' + 0 , 4 7 5 + 0 , 4 7 5 + 0 , 3 6 3 

A S + 0 , 7 2 8 + 0 , 6 1 7 + 0 , 5 0 6 

D - Z u s t ä n d e 
H 1 2 + 0 , 2 0 5 + 0 . 2 2 7 0 , 1 5 3 + 0 , 1 6 3 

FERMi-Energie £ - 0 , 4 1 2 
- 0 , 4 3 3 

- 0 , 4 3 1 - 0 , 4 2 9 

N ( C ) - 1 0 - 2 4 

( c m - 3 R y d " 1 ) + 0 , 2 8 1 + 0 , 3 1 2 + 0 , 3 2 1 

Git terabstand (Ä) 6 , 6 3 6 , 5 1 8 3 6 , 5 1 8 3 6 , 5 9 7 6 , 5 1 8 3 

Tab. 1. Energiewerte (in Rydberg) für Symmetriepunkte der ersten BmLLouiN-Zone, sowie FERMi-Energie, Zustandsdichte und 
Gitterkonstanten von Lithium. 

2 4 M . L . G L A S S E R U . J. C A L L A W A Y , Phys. Rev. 1 0 9 , 1 5 4 1 [ 1 9 5 8 ] . 2 5 H . SCHLOSSER U. P. M . M A R C U S , Phys. Rev. 1 3 1 , 2 5 2 9 [ 1 9 6 3 ] . 
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Abb. 2. Verlauf der Et-Kurven längs der <100>-, <110>- und 
(111 )-Richtungen. 

In der Abb. werden mit A die Energiewerte der ( l lO)-Rich-
tung, mit • die Werte der ( l l l ) -R i chtung bezeichnet. 

eine wesentliche Abweichung von der Näherung 
freier Elektronen auftritt. Da, wie wir gleich sehen 
werden, die FERMi-Oberfläche in der ( 1 1 0 ) -Richtung 
den Begrenzungsflächen der ersten BRiLLOUiN-Zone 
sehr nahe kommt, spielt diese Abweichung bei vielen 
physikalischen Eigenschaften eine große Rolle. 

Im Unterschied zu anderen Autoren 1, welche die 
Zustandsdichte N (E) nur aus der Ei-Abhängigkeit 
längs hochsymmetrischer Richtungen ermittelt haben, 
haben wir auch die Ef -Werte von allgemeinen Punk-
ten berücksichtigt. Wegen der kubischen Symmetrie 
kann man sich auf 1 /48 der ersten BRiLLouiN-Zone 
beschränken, das von den Punkten -TPNH begrenzt 
ist. Innerhalb dieses Gebietes haben wir die Energie 
entlang von 10 verschiedenen Richtungen für je 
12 Werte von . f berechnet. Um einen analytischen 
Ausdrude für die f-Abhängigkeit von E zu bekom-
men, der sich für die Bestimmung der FERMi-Energie 
und der Zustandsdichte als zweckmäßig erweist, sind 
wir auf die folgende Weise vorgegangen: Der Wellen-
vektor f wird durch die sphärischen Polarkoordina-
ten cp und den Betrag des Vektors f festgelegt. 
Infolge der kubischen Symmetrie des Problems läßt 
sich die Energie nach den sog. kubischen sphärischen 
Harmonischen KL entwickeln 

Et = E(k, <p) = £EL (k) K L c p ) , ( 3 . 4 ) 
L 

wobei wir in unserem Fall bis L = 10 gegangen sind. 
Darstellungen für die benötigten KL finden sich bei 
B R O S S 26 angegeben. Die Entwicklungskoeffizienten 
EL(k) wurden mit der Methode der kleinsten Qua-

26 H. BROSS, Z. Naturforschg. 15a, 859 [I960]. 

drate ermittelt und dann intervallweise nach Aus-
gleichsparabeln zweiter Ordnung entwickelt. Die auf 
diese Weise gefundene analytische Darstellung ge-
stattet nun leidit, die Länge des Vektors f für eine 
vorgegebene Richtung und Energie E anzugeben. Bei 
geschlossenen Aquienergieflächen läßt sich diese Ab-
hängigkeit infolge der kubischen Symmetrie in der 
Form 

k = k(E,&,cp) =J]kL(E) KL($,<p) ( 3 . 5 ) 
L 

schreiben. Mit dieser Funktion kann leicht die Zahl 
der Quantenzustände Z (E) mit Energien kleiner als 
E bestimmt werden. Es ist 

Z ( E ) = ih>J dft)" <3-6) 

wenn doj ( das Oberflächenelement auf der Einheits-
kugel ist. Bei offenen Aquienergieflächen ist das Inte-
gral in Gl. (3.6) über solche Raumwinkel zu neh-
men, für die k(E, ß, cp) angegeben werden kann. Die 
FERMi-Energie ist durch Z ( C ) = 2 festgelegt. Differen-
tiation von Z(E) nach E liefert die Zustandsdichte 
N(E). Die von uns erhaltenen Zahlenwerte für £ und 
N(C) sind in Tab. 1 zusammen mit den entsprechen-
den Werten anderer Autoren angegeben. Als analy-
tische Darstellung für die FERMi-Oberfläche von Li 
ergab sidi der Ausdruck 

kF (i% cp) = k (Er, cp) = 0,587 K° ( # , cp) 

- 0,0095 KH$,<P) - 0 ,0066 K6(d, cp) 

+ 0,0046 K8(d,(p) - 0 ,0001 K10(d,cp) , 

(3.7) 

aus dem leicht zu errechnen ist, daß die FERMi-Ober-
fläche von Li in der (110)-Richtung ausgebuchtet 
ist; und zwar ist in dieser Richtung k? um 5% größer 
als in der (100)-Richtung. Eine Berührung mit der 
Oberfläche der ersten BRiLLouiN-Zone tritt in Ein-
klang mit C A L L A W A Y H A M 2 , S C H L O S S E R und M A R -

CUS 25 nicht auf. Für die weiteren Untersuchungen 
geben wir noch die analytische Darstellung für die 
f'-f-Abhängigkeit in der Umgebung der FERMi-Ober-
fläche an: 

£ ( f ) = ( - 1,344 + 2 ,264 k - 1,152 k2) cp) 

+ ( 0,485 — 1,702 k + 1,515 A;2) cp) 

+ ( 0,610 - 2 ,126 k + 1,865 k2) K6(<&, cp) (3.8) 
+ (— 0,434 + 1,510 k — 1,320 Ar) cp) 

+ ( 0,030 - 0,103 k + 0 ,089 k2) K10{&, cp). 

Der Verlauf der Zustandsdichte N (E) ist in Abb. 3 
dargestellt. Bei kleinen Werten der Energie E hat 
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Abb. 3. Die Zustandsdichte N (E) von Lithium. 

N{E) den gleichen Verlauf wie die Zustandsdichte 
eines freien Elektronengases mit der Masse m* = 
1,27 m (gestrichelte Kurve). In der Umgebung der 
FERMi-Energie weicht N(E) deutlich vom £" !-Gesetz 
ab. Die bei der Energie des A^'-Zustandes zu er-
wartende Spitze in der Zustandsdichte, die durch den 
in diesem Punkt verschwindenden Gradienten der 
Energie bedingt ist, tritt bei unseren Untersuchungen 
nicht auf, weil keine der 10 Richtungen von f, für 
die wir E ( f ) berechnet haben, mit der (110)-Rich-
tung zusammenfällt. 


